Cadre : (X, A, ) est un espace mesuré, F un espace vectoriel normé et
f: E x X — C une application.

I Etude de la régularité

1) Continuité
Théoréme 1. Soit ug € E. On suppose que :
(i) Pour tout uw € E, x — f(u,x) est mesurable.
(ii) Pour presque tout x € X, u — f(u,x) est continue en ug.
(iii) 3g € LY X,R"),Vu € E, |f(u,z)| < g(x) p.p.

Alors u— [y f(u,z)du(z) est définie pour tout u € E et continue en ug.

Corollaire 2. On suppose que :
(i) Pour tout u € E, x — f(u,x) est mesurable.
(ii) Pour presque tout x € X, u — f(u,x) est continue sur E.
(iii) VK C E compact , 3g € LY(X,R"), Vu € K, |f(u,x)| < g(z) p.p.

Alors u— [y f(u,z)du(z) est définie pour tout u € E et continue en ug.

f0+°o et 1dt. T' est bien

Exemple 3. On pose, pour x > 0, I'(z) =
définie et continue sur RT*.

Exemple 4. Soit f définie sur R™ x RY par f(x,t) = ze~*t. La fonction
T fooo xe~%tdt est bien définie, mais pas continue en 0.

2) Dérivabilité
On suppose que E est un intervalle non vide de R.

Théoréme 5. On suppose que :
(i) Pour tout uw € E, x — f(u,x) est u-intégrable.
(i) Pour presque tout x € X, u— f(u,x) est dérivable sur E.
(iii) 3g € L (),
Alors F(u fX
E, de derwee F'(u

8L (u, m)‘ < g(x) pp.

u, z)dp( ) est définie pour tout u € E et dérivable sur
= [y 34w, 2)an(e).

Remarque 6. Siu+— f(u,z) est C* sur E, alors F aussi.

°° sin(xt)

Exemple 7. Vz € RT, / e tdt = arctan x

0
Exemple 8. Pour (z,t) € R x RT, f(z,t) = 2% 1l F est bien définie
mais n’est pas dérivable.
Théoréme 9. Soit kK € N. On suppose que :

(i) Pour tout uw € E, x — f(u,x) est u-intégrable.

(ii) Pour presque tout x € X, u — f(u,x) est C* sur E.

(iii) Pour tout j € [1,k], et tout K C E compact, il existe g €

Ll(X R™), tel que pour tout u € K, |8757 (u, )] < g(x) p.p.

Alors F(u fX u, z)du(x) est définie pour tout u € E et C* sur E,
avec F(J)( )= Jx gZu (u, x)du(x) pour tout j € [1,k].

Exemple 10. La fonction I' est de classe C™ sur RT*.

3) Holomorphie
Théoréme 11. Soient (X, 'T ) un espace mesuré et f : Q2 x X — C.
Posons pour tout z € Q F(z fX z,x)du(z), et supposons que :

(i) Vz € Q, . — f(z,x) est mesurable

(i) Vo € X, z+— f(z,x) est holomorphe

(iii) Pour tout compact K de 2, il existe g € L*(X) telle que pour tous
zeKetxeX,|f(zx) <gx)

Alors F' est holomorphe et pour tous z € Q et n € N :
F) = [ S i

Proposition 12. Soit P = {z € C | Re(2)

fonction holomorphe :
—+o0
I'(2) :/ et at
0

Théoréme 13. Soit Y f, une série de fonctions méromorphes sur .
On suppose que cette série converge uniformément (resp. normalement)
sur tout compact de ), alors :

> 0}. On définit sur P la

(i) La somme f de cette série est méromorphe sur Q.

(ii) La série folk) converge uniformément (resp. normalement) sur
tout compact de Q et sa somme est f*).

Proposition 14. T' se prolonge en une fonction méromorphe sur C.
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II Produit de convolution

1) Deéfinition et premiéres propriétés
Définition 15. Soient f,g: R™ — R. Quand ceci a un sens, on pose :
(fxg)(@)= [ [f(t)g(z—1)dt
R’V‘L

le produit de convolution de f et g en z € R™.

Remarque 16. Si f et g sont positives, f * g est toujours définie, a
valeurs dans R+ .

Proposition 17. La convolution entre fonctions mesurables positives est
commutative et associative.

Exemple 18. Soit f € L'(R") positive, alors f*0 =0 et f*Ign = Jgn -

Proposition 19. Soit f € L}

e (R™) @ support compact. Alors f * g est
bien définie sur R™.

Théoréme 20. Soient p,q € [1,+00] tels que % —|—% =1, f € LP(R")
et g € LYR™). Alors f * g est bien définie sur R™, uniformément
continue, et bornée par |/fll, [lgll,- De plus, si 1 < p,q < +oo, alors

lim (f*g)(x)=0.

flz]| —o0
Théoréme 21. (L'(R"),+,, %) est une R-algébre commutative.

Théoréme 22. Soient f € L'*(R") et g € CE(R™), alors (f*g) € CF(R™),
et D(f*g) = f=D(g), o D est un opérateur différentiel.

2) Approximations de l'unité

Définition 23. Une suite (p,,)n>1 d’éléments de L!(R?) est une approxi-
mation de 'unité si elle vérifie :

i) Yn=>1, [papn=1
(if) sup Jga lpn] < 400

(ii)) Ve >0, [(jy1sey Pn ———0

n—-+oo

Exemple 24. Soit p € L'(R?) telle que [z, p =1, alors py : @ — np(nz)
est une approzimation de l’identité.

Théoréme 25. Soit (pp,)n
(i) Si f € L®(R?) est continue en x, alors EIE (pn * f)(x) = f(2).

une approximation de [’identité.

(i) Si f € L>¥(R?) est uniformément continue sur R?, alors
lim (p, * f) = f dans L=®(R%).

n—4oo

(iii) Si f € LP(RY) (p € [1,+00]), alors nll)rfoo(pn*f) = f dans LP(RY).

Théoréme 26. Pour tout p € [1,+o0o[, C°(R?) est dense dans LP(RY).

1 n sin(27(k+1)x) le

z = sin(mz)

Exemple 27. On pose T = R/Z et F, : i

noyau de Fejer. Il s’agit d’une approximation de lunité.

Théoréme 28. Si f est continue et 1-périodique, f*F, converge unifor-
mément vers f.

II1 Transformée de Fourier

Définition 29. Soit f € L'(R?). Sa transformée de Fourier f est :

R — R4

& — f(x)e (=8 dy
Rd

Proposition 30. Si f € LY(RY), f est une fonction continue qui tend
vers 0 a Uinfini.

Proposition 31. Si ||z||*f(z) € L*(RY), alors f € C*(RY) et pour tout
o e N tel que |o| <k, °f = (—iz)of.

Proposition 32. Soit f € C*(RY) dont les dérivées jusqu’a l'ordre k sont
dans L' (RY). Alors, pour tout o € N? tel que |oo| < k, 0of = (i€)*f.

Théoréme 33. Soit f € L*(RY) telle que f € LY(RY). Alors f = (2n)?f.

Exemple 34. Soit a > 0, et 1[_,, € LY(R%), mais sa transformée de
Fourier n’est pas dans L'(R).

Application 35. Soient I un intervalle de R et p une fonction poids. S’il
existe a > 0 tel que fl el p(x)dx < oo, alors les polynomes orthogonaux
associés a p forment une base hilbertienne de L2(I, p).
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Définition 36. Soit X un vecteur aléatoire sur (€,.4,P), & valeurs dans
R?. On définit la fonction caractéristique de X par :

p: | R — C
t — E[e“t’xqz/ X AP (x)
Rd

Remarque 37. SiPx est a densité f, alors ox(t) = f(1).

Théoréme 38. La fonction caractéristique px caractérise la loi de X.

Développements

— Fonction Gamma (12,14) [Les]

— Densité des polyndomes orthogonaux (35) | ]
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