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Cadre : (X,A, µ) est un espace mesuré, E un espace vectoriel normé et
f : E ×X → C une application.

I Étude de la régularité

1) Continuité

Théorème 1. Soit u0 ∈ E. On suppose que :

(i) Pour tout u ∈ E, x 7→ f(u, x) est mesurable.

(ii) Pour presque tout x ∈ X, u 7→ f(u, x) est continue en u0.

(iii) ∃ g ∈ L1(X,R+),∀u ∈ E, |f(u, x)| 6 g(x) p.p.

Alors u 7→
∫
X
f(u, x)dµ(x) est dé�nie pour tout u ∈ E et continue en u0.

Corollaire 2. On suppose que :

(i) Pour tout u ∈ E, x 7→ f(u, x) est mesurable.

(ii) Pour presque tout x ∈ X, u 7→ f(u, x) est continue sur E.

(iii) ∀K ⊂ E compact , ∃ g ∈ L1(X,R+), ∀u ∈ K, |f(u, x)| 6 g(x) p.p.

Alors u 7→
∫
X
f(u, x)dµ(x) est dé�nie pour tout u ∈ E et continue en u0.

Exemple 3. On pose, pour x > 0, Γ(x) =
∫ +∞
0

e−ttx−1dt. Γ est bien
dé�nie et continue sur R+?.

Exemple 4. Soit f dé�nie sur R+×R+ par f(x, t) = xe−xt. La fonction
x 7→

∫∞
0
xe−xtdt est bien dé�nie, mais pas continue en 0.

2) Dérivabilité

On suppose que E est un intervalle non vide de R.

Théorème 5. On suppose que :

(i) Pour tout u ∈ E, x 7→ f(u, x) est µ-intégrable.

(ii) Pour presque tout x ∈ X, u 7→ f(u, x) est dérivable sur E.

(iii) ∃ g ∈ L1(µ),∀u ∈ E,
∣∣∣∂f∂u (u, x)

∣∣∣ 6 g(x) p.p.

Alors F (u) =
∫
X
f(u, x)dµ(x) est dé�nie pour tout u ∈ E et dérivable sur

E, de dérivée F ′(u) =
∫
X
∂f
∂u (u, x)dµ(x).

Remarque 6. Si u 7→ f(u, x) est C1 sur E, alors F aussi.

Exemple 7. ∀x ∈ R+,

∫ ∞
0

sin(xt)

t
e−tdt = arctanx

Exemple 8. Pour (x, t) ∈ R ×R+, f(x, t) = x2e−t|x|, F est bien dé�nie
mais n'est pas dérivable.

Théorème 9. Soit k ∈ N. On suppose que :

(i) Pour tout u ∈ E, x 7→ f(u, x) est µ-intégrable.

(ii) Pour presque tout x ∈ X, u 7→ f(u, x) est Ck sur E.

(iii) Pour tout j ∈ J1, kK, et tout K ⊂ E compact, il existe g ∈
L1(X,R+), tel que pour tout u ∈ K, |∂

jf
∂tj (u, x)| 6 g(x) p.p.

Alors F (u) =
∫
X
f(u, x)dµ(x) est dé�nie pour tout u ∈ E et Ck sur E,

avec F (j)(u) =
∫
X
∂jf
∂uj (u, x)dµ(x) pour tout j ∈ J1, kK.

Exemple 10. La fonction Γ est de classe C∞ sur R+?.

3) Holomorphie

Théorème 11. Soient (X, T , µ) un espace mesuré et f : Ω × X → C.
Posons pour tout z ∈ Ω F (z) =

∫
X
f(z, x)dµ(x), et supposons que :

(i) ∀z ∈ Ω, x 7→ f(z, x) est mesurable

(ii) ∀x ∈ X, z 7→ f(z, x) est holomorphe

(iii) Pour tout compact K de Ω, il existe g ∈ L1(X) telle que pour tous
z ∈ K et x ∈ X, |f(z, x)| 6 g(x)

Alors F est holomorphe et pour tous z ∈ Ω et n ∈ N :

F (n)(z) =

∫
X

∂nf

∂zn
(z, x)dµ(x)

Proposition 12. Soit P =
{
z ∈ C

∣∣ Re(z) > 0
}
. On dé�nit sur P la

fonction holomorphe :

Γ(z) =

∫ +∞

0

e−ttz−1dt

Théorème 13. Soit
∑
fn une série de fonctions méromorphes sur Ω.

On suppose que cette série converge uniformément (resp. normalement)
sur tout compact de Ω, alors :

(i) La somme f de cette série est méromorphe sur Ω.

(ii) La série
∑
f
(k)
n converge uniformément (resp. normalement) sur

tout compact de Ω et sa somme est f (k).

Proposition 14. Γ se prolonge en une fonction méromorphe sur C.
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II Produit de convolution

1) Dé�nition et premières propriétés

Dé�nition 15. Soient f, g : Rn → R. Quand ceci a un sens, on pose :

(f ∗ g)(x) =

∫
Rn

f(t)g(x− t) dt

le produit de convolution de f et g en x ∈ Rn.

Remarque 16. Si f et g sont positives, f ∗ g est toujours dé�nie, à
valeurs dans R+.

Proposition 17. La convolution entre fonctions mesurables positives est
commutative et associative.

Exemple 18. Soit f ∈ L1(Rn) positive, alors f ∗0 = 0 et f ∗1Rn =
∫
Rn f .

Proposition 19. Soit f ∈ L1
loc(Rn) à support compact. Alors f ∗ g est

bien dé�nie sur Rn.

Théorème 20. Soient p, q ∈ [1,+∞] tels que 1
p + 1

q = 1, f ∈ Lp(Rn)

et g ∈ Lq(Rn). Alors f ∗ g est bien dé�nie sur Rn, uniformément
continue, et bornée par ‖f‖p ‖g‖q. De plus, si 1 < p, q < +∞, alors

lim
‖x‖→∞

(f ∗ g)(x) = 0.

Théorème 21. (L1(Rn),+, ·, ∗) est une R-algèbre commutative.

Théorème 22. Soient f ∈ L1(Rn) et g ∈ Ckc (Rn), alors (f ∗g) ∈ Ckc (Rn),
et D(f ∗ g) = f ∗D(g), où D est un opérateur di�érentiel.

2) Approximations de l'unité

Dé�nition 23. Une suite (ρn)n>1 d'éléments de L1(Rd) est une approxi-
mation de l'unité si elle véri�e :

(i) ∀n > 1,
∫
Rd ρn = 1

(ii) sup
n>1

∫
Rd |ρn| < +∞

(iii) ∀ ε > 0,
∫
{|x|>ε}] ρn −−−−−→n→+∞

0

Exemple 24. Soit ρ ∈ L1(Rd) telle que
∫
Rd ρ = 1, alors ρn : x 7→ nρ(nx)

est une approximation de l'identité.

Théorème 25. Soit (ρn)n une approximation de l'identité.

(i) Si f ∈ L∞(Rd) est continue en x, alors lim
n→+∞

(ρn ∗ f)(x) = f(x).

(ii) Si f ∈ L∞(Rd) est uniformément continue sur Rd, alors
lim

n→+∞
(ρn ∗ f) = f dans L∞(Rd).

(iii) Si f ∈ Lp(Rd) (p ∈ [1,+∞[), alors lim
n→+∞

(ρn∗f) = f dans Lp(Rd).

Théorème 26. Pour tout p ∈ [1,+∞[, C∞c (Rd) est dense dans Lp(Rd).

Exemple 27. On pose T = R/Z et Fn : x 7→ 1
n+1

n∑
k=0

sin(2π(k+1)x)
sin(πx) le

noyau de Fejer. Il s'agit d'une approximation de l'unité.

Théorème 28. Si f est continue et 1-périodique, f ∗Fn converge unifor-
mément vers f .

III Transformée de Fourier

Dé�nition 29. Soit f ∈ L1(Rd). Sa transformée de Fourier f̂ est :

f̂ : Rd −→ Rd

ξ 7−→
∫
Rd

f(x)e−i 〈 x , ξ 〉 dx

Proposition 30. Si f ∈ L1(Rd), f̂ est une fonction continue qui tend
vers 0 à l'in�ni.

Proposition 31. Si ||x||kf(x) ∈ L1(Rd), alors f̂ ∈ Ck(Rd) et pour tout

α ∈ Nd tel que |α| 6 k, ∂αf̂ = ̂(−ix)αf .

Proposition 32. Soit f ∈ Ck(Rd) dont les dérivées jusqu'à l'ordre k sont

dans L1(Rd). Alors, pour tout α ∈ Nd tel que |α| 6 k, ∂̂αf = (iξ)αf̂ .

Théorème 33. Soit f ∈ L1(Rd) telle que f̂ ∈ L1(Rd). Alors ˆ̂
f = (2π)df̌ .

Exemple 34. Soit a > 0, et 1[−a,a] ∈ L1(Rd), mais sa transformée de

Fourier n'est pas dans L1(Rd).

Application 35. Soient I un intervalle de R et ρ une fonction poids. S'il
existe a > 0 tel que

∫
I
ea|x|ρ(x)dx <∞, alors les polynômes orthogonaux

associés à ρ forment une base hilbertienne de L2(I, ρ).
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Dé�nition 36. Soit X un vecteur aléatoire sur (Ω,A,P), à valeurs dans
Rd. On dé�nit la fonction caractéristique de X par :

ϕ : R −→ C

t 7−→ E
[
ei 〈 t ,X 〉

]
=

∫
Rd

ei 〈 t ,X 〉dPX(x)

Remarque 37. Si PX est à densité f , alors ϕX(t) =
ˇ̂
f(t).

Théorème 38. La fonction caractéristique ϕX caractérise la loi de X.

Développements

� Fonction Gamma (12,14) [Les]
� Densité des polynômes orthogonaux (35) [BMP]
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